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INTEGRADA

Augusto J. Zumarraga

Centro Tecnológico Aeroespacial (CTA), FI-UNLP
uku@ing.unlp.edu.ar

Bernardo Concia
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Introducción

Para la implementación de sistemas de vuelo autónomo se requiere
contar con información de posición y actitud (orientación en el espa-
cio) de la aeronave, en tiempo real. En general esto se obtiene de un
sistema de navegación basado en el uso de sensores inerciales. Dado
que la navegación inercial pura no ofrecen una estimación estable (los
errores crecen con el tiempo), salvo para ciertas aplicaciones y contan-
do con sensores inerciales de grado adecuado, esto se transforma en un
problema insalvable.
Mediante el procesamiento de imágenes es posible identificar “puntos
clave” en el campo visual, y seguir su movimiento relativo en imágenes
sucesivas; lo cual puede correlacionarse con los cambios de actitud y
posición de la cámara. Esto proveen información útil para la navega-
ción, particularmente para vuelo estacionario o a baja velocidad.
A continuación se presenta el esquema utilizado para el sensor visual,
y los desarrollos matemáticos necesarios para su fusión con la nave-
gación inercial utilizando un filtro de Kalman Extendido (EKF). Los
resultados se obtienen mediante simulación.

Ecuaciones para la Navegación

Conociendo la condición inicial, es posible obtener estimaciones de po-
sición y actitud integrando la velocidad angular y la fuerza espećıfica
(fuerza por unidad de masa, lo cual no incluye los efectos gravitato-
rios) medida por sensores inerciales solidarios al veh́ıculo (navegación
strapdown).
Con cualquier representación de la actitud es posible obtener la proyec-
ción ha de un vector h ∈ R3 (fuerza, velocidad, etc.) en una terna-a, a
partir de su proyección hb en una terna-b de diferentes maneras, como
por ejemplo, computando para la actitud entre ambas ternas la matriz
de rotación (o “cosenos directores”) Ca

b ∈ R3×3 : b → a, tal que:

ha = Ca
b h

b

Con esto pueden proyectarse mediciones inerciales en la terna-b sobre
la terna-e. Utilizando coordenadas ECEF las ecuaciones de navegación
son [1]:
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donde p es el vector posición, v es la velocidad lineal y y ωeb es la
velocidad angular entre las ternas e y b. La actitud está representada
mediante el cuaternión unitario q.
Además, Ωie es la velocidad de rotación de la tierra respecto de la
terna ECI, γ la aceleración gravitatoria (∈ R3), y Ce

b ∈ R3×3 es
la matriz de rotación para proyectar vectores de la terna móvil a la
terrestre (determinada de forma biuńıvoca por la actitud).

La estimación obtenida
de integrar las ecuacio-
nes de navegación no es
asintóticamente estable,
y por lo tanto, diverge
debido a los ruidos de
medición de los senso-
res inerciales. Con senso-
res de bajo costo, como
los utilizados en teléfo-
nos celulares y drones,
la estimación de posición
es prácticamente inutili-
zable a los pocos segun-
dos, como puede apre-
ciarse en la esta figura.

Fusión

Para estabilizar la estimación de la navegación inercial es necesa-
rio obtener información adicional recurriendo a sensores denominados
“exoceptivos”, dado que estos requieren interactuar con el entorno, a
diferencia de los inerciales que son “introceptivos”.
Habitualmente se utilizan receptores GNSS que dan información com-
pleta de posición, barómetros que permiten determinar variaciones de
altura y magnetómetros que ofrecen información parcial de orientación
en el espacio terrestre.
Para la fusión de datos de los sensores exoceptivos con la navegación
inercial usamos un filtro de Kalman Extendido (EKF). En este se
asume un modelo de la forma:

ẋ = f (x,u, t) (2)

y = h (x,u, t) (3)

donde la primera ecuación es el modelo dinámico utilizado para la es-
timación (ecuación de estados, donde x es el vector de estados y u
las perturbaciones), y la segunda es un modelo para la relación entre
el estado x (que es lo que se estima) y las mediciones de los sensores

exoceptivos y.
Para la navegación inercial, el modelo (2) se corresponde con (1), sien-
do x = {pe,ve, qeb}; mientras que u = {f b,ωb

eb} son medidas de
forma directa por los sensores inerciales. El vector de salida y son las
mediciones de los sensores exoceptivos.
El EKF consiste en computar una aproximación lineal en cada instante
de muestreo para (2) y (3), y aplicar el algoritmo de Kalman [2] para
el caso lineal. El modelo linealizado en tiempo discreto tiene la forma:

xk+1 = Fkxk +Gk [uk +wk]

yk = Hkxk + vk

en donde u es la parte conocida (o medida) de la perturbación, y w
la incertidumbre; mientras que v es el ruido de medición. Linealizar y
discretizar en el tiempo implica realizar los siguientes cómputos:
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En el presente caso se obtiene una predicción “a priori” x−
k (luego

será corregida) a partir de la integración del modelo no-lineal en un
instante de muestreo, para lo cual usamos el algoritmo adaptado de
Savage [3, 4] por su eficiencia computacional.
Dado que la perturbación en este modelo es la fuerza espećıfica y la
velocidad angular, el ruido de proceso es el de la medición de estas
perturbaciones. Para estimar la incertidumbre de esta predicción, en
cada instante de integración debemos propagar la incertidumbre de la
estimación precedente en el intervalo de integración, que depende de
la dinámica, que representada por F en el modelo lineal, y el impacto
Q del ruido de proceso sobre el resto de los estados:

Qk = Gk−1WGT
k−1

P−
k = Fk−1Pk−1F

T
k−1 +Qk

donde W es la covarianza de los ruidos de mediciones inerciales (ace-
lerómetros y giróscopos).
La ecuación de salida queda definida por los sensores a fusionar, y
puede cambiar de un instante de cómputo al siguiente en función de la
disponibilidad de estos sensores. Por lo tanto será necesario computar
la ganancia de Kalman en cada instante de muestreo con la ecuación:
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k
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computandoH para los sensores exoceptivos disponibles en ese instan-
te. Con esta ganancia corregimos la estimación a priori x−

k obtenida
de la integración de las ecuaciones de navegación:

xk = x−
k +Kk (y − ŷ)−1

donde ŷ es una predicción de lo que se debeŕıa medir según el modelo
(3) a partir de la estimación a priori x−

k . Finalmente actualizamos la
covarianza de la estimación corregida con la ecuación:

Pk = (I−KkHk)P
−
k

Medición y Movimiento de la Cámara

En [5] se presentó un sensor óptico basado en visión monocular. Este se
basa en reconocer puntos clave en una imagen mediante el algoritmo
ORB [6], y su identificación y seguimiento en imágenes sucesivas me-
diante el algoritmo de Lucas-Kanade [7] para computar el flujo óptico.
En este trabajo, en lugar de computar el flujo óptico, utilizamos estas
técnicas para determinar el movimiento de puntos fijos de la escena
respecto de una imagen inicial, a fin de contar con mediciones de mo-
vimiento relativo de la cámara desde dicho instante. La medición es
entonces la posición en la imagen de un punto, en principio, fijo en la
superficie terrestre.
Asumamos conocidas las posiciones de un cierto conjunto de puntos
identificados como puntos clave en la imagen. Asumamos que estos
puntos están fijos en la terna-e.
Al moverse la cámara, para cada punto j, podemos re-calcular la pro-
yección en el plano de la (nueva) escena para la estimación de la me-
dición (modelo para la ecuación (3)):{
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siendo Cb
c la matriz de rotación que proyecta vectores en la terna-b

(terna fija al veh́ıculo) en la terna-c correspondiente a la orientación
relativa de la cámara respecto de dicha terna, Ce

b es la correspondiente
a proyecciones de la terna terrestre sobre la terna del móvil, ce es la
posición de la cámara en la terna-e, y:
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La posición de la cámara en la terna-e es ce = pe + Ce
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Derivando esta expresión respecto de los estados tendremos la matriz
jacobiana para la fusión:
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]
donde
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Teniendo en cuenta la relación entre matriz de rotación y cuaternión,
y la norma unitaria del cuaternión de actitud, podemos plantear:
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de lo cual:

∂Cb
e

∂η
= Cη = 2

 0 z −y
−z 0 x
y −x 0

 ∂Cb
e

∂x
= Cx = 2

 0 y z
y −2x η
z −η −2x



∂Cb
e

∂y
= Cy = 2

−2y x −η
x 0 z
η z −2y

 ∂Cb
e

∂z
= Cz = 2

−2z η x
−η −2z y
x y 0


Resultados y Conclusiones

Implementamos estos cómputos en scripts de Octave/Matlab, y simu-
lamos las mediciones de los sensores introceptivos y exoceptivos pa-
ra un veh́ıculo estacionario, introduciendo ruidos de medición simula-
dos comparables con sensores MEMS comerciales y cámara monocular
VGA.
En primer término fusiona-
mos la navegación inercial
con el sensor visual, obte-
niendo los resultados mos-
trados en esta figura:
Vemos que se estabiliza la es-
timación de actitud y mejora
sustancialmente la de posi-
ción, aunque en esta última
estimación la inestabilidad
persiste.

Esto queda resuelto tan solo
agregando un sensor de altu-
ra (barómetro o telémetro),
sin requerir datos del recep-
tor GNSS, como se observa
en estos gráfico.

Concluimos que la navegación integrada con un sensor visual permi-
te estabilizar la estimación de actitud, y reduce la divergencia en la
estimación de posición.
Incluyendo adicionalmente un sensor de altura se estabiliza la estima-
ción completa.
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